CHAP. 1 LOGIQUE ET RAISONNEMENT TD

I. A trier

Exercice 1
Décrire les parties de R dans lesquelles évolue x pour que les assertions suivantes soient vraies :
(a) x> —-3etx<betx#1
(b) (zx>5etx<1l)ouz= -2
(c) (z<0etx>1)ouz=4
d) z2<0 = z<-5

Exercice 2

Calculer la somme 14+ 3+ 5+ --- 4 (2n — 1) en fonction de I'entier naturel n > 1.

Exercice 3

1)(2 1
Montrer que, pour tout n > 1, 12+22+...n2:n(n+ )6( nt )

Exercice 4

Soit x un irrationnel positif. Montrer que /z est un irrationnel.

Exercice 5

Montrer par une disjonction de cas bien choisie qu’il existe deux irrationnels a et b tels que a® soit rationnel.

Exercice 6

Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que :

Exercice 7

Montrer que I'ensemble D = {(z,y) € R? 22 + y? < 1} ne peut pas s’écrire comme le produit cartésien de
deux intervalles de R.

Exercice 8

Soit f: R — R.
Indiquer la différence de sens entre les deux propositions proposées :

(a) Ve e R,y e Ry = f(z) et Iy e R,Vx € Ry = f(x)
(b) Vy e RyJz e Ry = f(x) et Iz e R,Vy € R,y = f(x)
(c) Ve e R,IM € R, f(z) < M et AM € R,V € R, f(z) < M

Exercice 9

Montrer que si a + b est irrationnel, alors a ou b est irrationnel.
Que pensez-vous de la réciproque de cette proposition ?
Exercice 10

Soit f : E — F une application.
Montrer que :

(a) VA, A C P(E), f(AUA") = f(A)U f(A)
(b) VA, A" C P(E), f(ANA") C (f(A) N f(4))
Exercice 11

Montrer que pour tout entier naturel n, 44"t2 — 373 est divisible par 11.
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Exercice 12

Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I et a valeurs réelles.
Exprimer a I'aide de quantificateurs les assertions suivantes :

(a) La fonction f s’annule

(b) La fonction f est la fonction nulle.

(¢) f n’est pas une fonction constante.
)

(d) f ne prend jamais deux fois la méme valeur.

Exercice 13

On considére une famille finie d’ensembles distincts deux & deux.

Montrer que I’'un au moins de ces ensembles ne contient aucun des autres.
Exercice 14

Soit n un entier.
Montrer que si n? est pair, alors n est pair.

Exercice 15
Pour toute partie A finie non vide de N\ {0}, on note p(A) l'inverse du produit des éléments de A.
Calculer u,, = > p(A), o la somme est étendue aux parties non vides de E,, = {1,2,...,n}.
Exercice 16
On définit sur R la relation 2Ry si, et seulement si 22 —y? =z — y.

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(b) Décrire la classe d’équivalence d’un élément x € R.

II. Reécurrence et récurrence forte

Exercice 17

Montrer que pour tout x € R et tout n >0
| sin(nz)| < n|sin(x)].

Exercice 18

Soit r € R. .
Montrer que si 7+ — € Z, alors on a aussi r" + — € Z quelque soit n > 1.
T r

Exercice 19

Exercice 20

ITII. Problémes

Exercice 21

Exercice 22
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