Fiche d’exercices n° 2 - Corrigés
Groupes et géométrie

Groupes monogeénes

Exercice 1. Théoréme de Gaufs.
Montrons que, a, b, c étant trois éléments non nuls de Z, si a et b sont premiers
entre eux et si a divise be, alors a divise c.

pgcd(a,b) =1 = Ju,v € Z, au+ bv = 1.

Bézout

De plus, a | be, donc Jq € Z, bc = aq.

au+bv=1 = auc+ bcv =c
— auc+aqu =c¢
= a(uc+qu) =c¢
— alc

Exercice 2.
m et n sont des entiers strictement positifs.

On rappelle que :
Sia,b€Zetd=pged(a,b), a=dd, b="bdavec a e b premiers entre eux, et

a_b =ab =ba'.

b
On définit alors | ppcm(a,b) = % .

L’exercice est basé sur le théoréme suivant :
Tout multiple commun & a et b est un multiple de leur ppcm.
(voir les compléments a la fin de ce document, pour une démonstration).

a. On démontre ainsi immédiatement que mZ N nZ = mnZ < (m,n) = 1
En effet,

mZ N nZ = ppem(m,n)Z (par double inclusion)
= ppcm(m,n) = mn
= pgcd(m,n) =1

b. Démontrons le théoréme 11, chapitre 3 :



i) Sens direct : On suppose que Z/yn7 =~ Z/m7, X L/n7.
En particulier, le noyau du morphisme associé est réduit a 0.
donc a = 0[m] et a« = 0[n] < a = 0[mn)]
donc ppecm(m,n) = mn
donc pged(m,n) = 1.

ii) Réciproquement : on suppose que pged(m,n) = 1.
Alors ¢ : Z/ppcm(m, n)Z — L/p7, % ZJy7, est un isomorphisme.

En effet, ces deux ensembles ont méme cardinal, il nous reste donc a
montrer que ¢ est injectif.

Si « = 0[m] et o = 0[n], alors « est multiple de m et de n, et donc de
leur ppcm.

Done, a = 0[ppem(m,n)], donc ¢ est un isomorphisme.

Or, ppem(m,n) = mn, donc Z/j,n7 = Z/m7, < L/n7,.

Conclusion : |Z/yyn7 = Z/m7, X Lln7, < pged(m,n) =1

Exercice 3. Théoréeme de Wedderburn.
Soit n > 1 un entier naturel.

a. Soit d un diviseur de n. Combien y a t-il d’éléments d’ordre d dans Z/,,7,7

Un élément d’ordre d de Z/,,7, est un générateur du sous-groupe d’ordre d de

ZIng,
Ce sous-groupe est cyclique, isomorphe a Z/;j7, il a ¢(d) générateurs.
On partitionne Z/y,7 en classes déléments de méme ordre.

On obtient Z o(d) =n|
d

b. Soit G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps commutatif, et
n son ordre. Pour chaque diviseur d de n, on note 1(d) le nombre d’éléments
de G qui sont d’ordre d. Montrons que v (d) vaut 0 ou ¢(d).

Si (d) # 0, il y a un élément de G d’ordre d.

Cet élément engendre un sous-groupe H d’ordre d composé déléments tous
racines de X% — 1.

Ce polynome n’a donc pas d’autres racines (on est a coefficients dans un



corps).
Tous les éléments d’ordre d de G sont donc g{enérateurs de H qui est cyclique.
Iy en a p(d).

c¢. On regroupe les éléments de G selon leur ordre, et on obtient : Y ¥(d) =n
din

d. Déduisons-en que tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps
commutatif est cyclique.

n= %w(d) =2 () = > (e(d) —¢(d)) = 0.

dln din
Comme chacun des termes de la somme est positif ou nul,
p(d) = (d) > 0,vd | n.
En particulier, ¢(n) = ¢(n) > 0 et G admet au moins un élément d’ordre n.

Donc ’G est cyclique ‘

Exercice 4.
Soit n > 1 un entier naturel.

a. Soit k € Z un entier. Déterminons le cardinal du sous groupe de Z/,,7 en-
gendré par la classe de k modulo n.

x € (k) dans Z /7, < Ju,v € Z,x = ku+ nv
donc x est un multiple de d = pgcd(k,n).

Ils sont au nombre de 5 dans Z/,,7,.

Donc k engendre le sous-groupe d’ordre Z.

En particulier :

si pged(k,n) = 1, on retrouve que (k) = Z/,7
si pged(k,n) = k, on retrouve que (k) = Z/(%)Z

b. Si m > 1, déterminons le nombre de morphismes de Z/,,,7, dans Z /7.



Soit ¢ : Z /7, — Z /7, un morphisme.

On utilisera les notations m = m’d, et n = n’d ou pged(m’,n’) =1

¢ est déterminé par I'image de 1, et cette image doit vérifier la seule condition
mep(1) = o(ml) = 0.

Sip(1) =k, on an|mkdon 7/1’\| m'k d’ou n' | k car pged(m’,n’) =1

Ainsi, ¢ est défini par ¢(1) = n’a pour un a € Z
et il y a d = pged(m,n) choix pour a : a € {0,1,...,d — 1} (et n'd = 7 = ()

c. Montrons que Aut (Z/y,7) ~ (Z/,7)"

Considérons I'application :

¢ End(Zfyg) — (Z/nz)
fr—=f(1)
qui est une bijection.

Sa réciproque envoie k sur fi : x — k.
De plus, fr o f; = fu, et la bijection est un isomorphisme d’anneaux de

End (Zlyz) — (Z/n7)-
La restriction aux inversibles donne | Aut (Z/,,7) ~ (Z/n7)"

En particulier, Aut (Z/,7,) est abélien!

Exercice 5. Deuz classiques.

a. Théoréme d’Euler
Soit n € N*, soit a € Z*, premier avec n.
¢ désignant la fonction d’Euler, démontrer que : a®™ = 1 mod(n)

Démonstration :

Soient n € N* et a € Z* tels que pgcd(a,n) = 1.

Dans Z/,7, pgcd(a,n) =1 = a inversible et générateur.
(a) ~ ((Z/p7)" , %) a pour cardinal ¢(n).

Donc a#™ = 1[n).

b. Théoréme de Fermat
Soient p un nombre premier, et a € Z.
Démontrer que a? = a mod(p)




Démonstration :
p est premier, donc Z /pZ est un corps, et donc son sous-groupe des inversibles
est cyclique de cardinal p — 1.

(Z/pZ X) = Z/(p - 1)Z
Donc a?~! = 1[p], et donc @ = alp|

Exercice 6.
Soit G un groupe commutatif, et z,y deux éléments de G' d’ordre respectif m et n.

a. Montrons que si m et n sont premiers entre eux, xy est d’ordre mn.

)mn mn

G commutatif, donc (zy Yy = (™)™ (y")™ = 1.
Donc o(zy) | mn.

Puis, si k > 1 est tel que (zy)* =1, on a 1 = (zy)k™ = akmy
n | km et donc n | k car pged(m,n) =1 (Gauk).

De méme m | k et donc mn | k.

Donc mn | o(zy).

Enfin, o(zy) = mn.

=X

km — ykm  Donc

b. Montrons que, dans le cas général, il existe un diviseur m’ de m et un divi-
seur n’ de n tels que m’ et n’ soient premiers entre eux et m'n’ = ppem(m,n).

Par définition du pged, d = pged(m,n) = 3Im/,n’ tel que m = m/d et
n = n'd avec pged(m’,n’) = 1.

(Sinon, prendre m' = [ p*™etn' = ] p”P(")>,

vp(m)>vp(n) vp (n)>vp(m)

c. Montrons qu'il existe dans G un élément d’ordre ppcm(m,n).



Constatons que :

m
x est d’ordre m = '’ est d’ordre m’

y est dordre n = yw est d’ordre n’

Mais comme pgcd(m’,n’) = 1, on a, d’aprés la question a), que :
zm yw est d’ordre m'n’ = ppem(m, n).

d. i) Montrons que si G est d’exposant N, (c’est a dire Vg € G, gV =1 et N
est le plus petit entier non nul jouissant de cette propriété), G admet
un élément d’ordre N.

Comme l'ordre des éléments de G est borné, il existe un élément x
d’ordre maximal, disons m = o(x) et supposons que m | N, m # N.
Jye G, y™ #1

Sin = o(y), on a montré qu'il existe z d’ordre ppcm(m,n) > m. Contra-
diction.

ii) Montrons que ce n’est pas forcément le cas si G n’est pas commutatif.

Penser par exemple a S5 (non abélien) qui est d’exposant 6 et ne contient
pas délément d’ordre 6.

e. Déduisons-en une autre démonstration du théoréme de Wedderburn (tout
sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps (commutatif) est cy-
clique).

Si G est un sous-groupe du groupe multiplicatif d’un corps.

Il a un exposant N, et dz € G d’ordre N.

x engendre un sous-groupe H de G d’ordre N.

Tout élément de H est racine de X" — 1, et ce polyndme n’a pas d’autre
racine.

Mais par définition de 'exposant, tout élément de G est racine.

Donc G C H, et G = H est cyclique.



Exercice 7. Théoréeme de Wilson.
Soit p > 2 un nombre premier.

a. Dans Z/pz, I'équation 2? = 1 < o = 27! posséde uniquement deux solu-
tions : 1 et -1.

b. Considérons le produit (p — 1)l =1x2x ...p—1) dans Z/pZ>
1 et p—1 = —1 sont leur propre inverse, et chacun des autres éléments
s’apparie avec son inverse. Leur produit vaut donc 1 modulo p.
Donc (p—1)! =p—1= —1]p|, ou encore (p — 1)! + 1 = [p].

c. Réciproquement, soit n > 2 divisant (n — 1)! + 1,
alors dans Z/p,7, (n —1) x (n —2) x --- x2x 1= —1,
mais donc chaque k € Z/,,7 v est inversible.

Donc Z/y,7, est un corps, et n est premier.

Exercice 8.
Soit p un entier premier, k € N.

Soit a € (Z/pz> X, x — ax est une permutation de F),.
Donc, a* Y 2F= Y (ax)f= > 2
= = ©€Llpg,
Donc, (a* —1) > 2% =0.
er/pZ

X
e S’il existe a € (Z/pz> tel que a® #1, > zF=0.
xGZ/pZ

e Sinon, tout a inversible vérifie a¥ = 1 d’ou
Sooab=0+ > F=0+p-1=-1
z€Z/. x
pZ xe(Z/pZ

Exercice 9. (Théoréme 12 du cours).

a. Montrons le lemme suivant :
Si p est un nombre premier, pour tout « > 1 € N, on a :

o) =p*'p-1)



@©(p®) est le nombre d’entiers k tel que 1 < k < p* et k1 p.
Or, les multiples m de p tel que 1 < m < p*®

sont tels que m = pg avec 1 < ¢ < p®* ! ilyena p*!
Donc ¢(p®) =p* —p*t=p*tp-1)

b. Déduisons-en que :
Soit n > 1 un entier.

Sin=pi"p3?...p." est la décomposition en facteurs premiers de n, alors :

=) () 05)

étant premiers entre eux, on a :

Les p:

(2

k
o(n) = [T o) = o o1 = 1) .. ™ Mo — 1)
=1
== p1a1_1p2a2_1 .. .pkak_l(pl — 1) C. (pk — 1)

= (e )

—1 -1
= n X (pl > X oo X pk )
b1 Pk
1 1
:n@__)xu.xg__)
p1 Pk

c. Application : Calculons ¢(3960).
3960 = 23 x 32 x 5 x 11 d’ot1 :

awon o (1) (1- 1Yo (1-2)  (1- 1) <o



Exercice 10. Inversibles de (Z/yayy) et de (Z/paz> avec p > 3 premier.

a. Montrons que si n = pi'ps?...p* est la décomposition en facteurs premiers
de n, alors :

(Z/nz)" H Z/p aiz,)”

k
Le théoréme chinois nous dit que dans ce cas, Z /7, ~ 1131 Lo 7.
Mais cela implique que leur groupe d’inversibles sont isomorphes, et c¢’est le
résultat demandé.

b. Soit p > 3 un nombre premier.

X
Montrons que (Z/paz> est cyclique. On aura alors :

X
(Z/paz> ~ Z/Sp(pa)z
~ Z/(pa—l)(p ~1)Z d’aprés 'exercice 9

~ (Z/pa—lz) X (Z/(p _ 1)Z> car p° ! et p — 1 sont premiers entre eux

® Montrons que la classe de p + 1 est d’ordre p®~*.

On montre par récurrence sur k que,

VE e N, 3x € N (1 —l—p)pk =1+ p**!\ avec \ premier a p.
Initialisation :

pour k =0, (1+p)' =1+p' x 1, et A =1 convient.
Hérédité :

Si la proposition est vraie & un certain rang k, alors :

. A\ P
(L+p" = (+p)")
= (1 + pk+1)\)p
=1+ pk+1(/\ + pm) pour un certain m € N, d’aprés le bindme de Newton

De plus, si k | (A +pm) et k | p, alors k | A
Mais le seul diviseur commun a A et p est 1.
Donc k =1 et pged(A + pm;p) = 1.

Appliquons alors ce résultat avec k = o — 1.
On a donc (1+p)P" =14 p*\ = 1[p°].
Donc o(1 + p) | p*~ ! (p®~! a pour seul diviseur premier p).

9



Supposons (1 + p)?" = 1[p®], alors pF+'\ = 0[p°] et pged(\;p) = 1.
Mais p* | p"Fi\ et

pged(p®; \) =1 = p* | p**
Gaul

— a<k+1
caddk>a—-1

En particulier o(1 + p) > p®~!, donc |o(1 + p) = p*'|.

® Montrons que le groupe des unités contient un élément d’ordre p — 1
(Z/yz)* est cyclique d’ordre p — 1. Soit donc a € Z tel que a’~t = 1[p].
Alors a, modulo p®, est d’ordre un multiple de (p — 1).

(en effet, les @* vont étre plus nombreux modulo p® mais contiennent
les @* modulo p)

Si on note k = I(p — 1) 'ordre de a dans (Z/yez)*, alors b = a' est
d’ordre p — 1.

® Montrons que le groupe des unités est cyclique.

Comme b et p + 1 commutent et que leur ordre sont premiers entre eux,
leur produit est d’ordre le produit des ordres : (p — 1)p*~! = ¢(p?)
Ce groupe est donc cyclique, engendré par ¢ = b(p + 1).

c. Cas p=2.

Montrons que (Z/pay)”* ~ (Zjo7) x (Z)po—27)
Plus précidément, c’est le produit direct interne du sous-groupe engendré par
—1 et du sous-groupe d’ordre 2°~2 engendré par 5.

® Montrons que la classe de 5 est d’ordre 2972,
Démontrons par récurrence que :

Vk € N,3\ € N,5% =1+ 252X avec A impair

Initialisation :
pour k =0, OK avec A = 1.
Hérédité : Si la proposition est vrai a un certain rang k, alors :

52k+1 _ 52’€x2
- ()
— (1+2"2))°
— 1+ 2k‘+3)\ ‘I’ 22k‘+4)\2
-1 + 2k+3 ()\ + 2k+1>\2)

Mais comme 2F+1 est pair et A\? est impair, leur produit 281 \? est pair.
Mais comme X est impair, la somme X4 2871)\2 est impair, et le résultat
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est démontré.

Appliquons maintenant avec k = o — 2

On obtient 527 = 1 4 20X = 1[2¢]

Donc o(5) | 2472

Mais si 52 = 1[2%] alors 2872\ = 0[2°].

Et comme A est impair, cela implique que k£ + 2 > «, c’est a dire que
k> a—2, et donc que o(5) > 2272,

Au final, o(5) = 2%72.

® Montrons que le groupe des unités est le produit direct interne des deux
sous-groupes engendrés par 5 et —1.
Modulo 4, toutes les puissances de 5 sont congrues & 1, donc pas a -1.
A fortiori, modulo 2% (o > 2), —1 n’est pas une puissance de 5.

L’intersection de ((—1)) et (5) est réduite au neutre.
Le produit de leur ordre est égal 4 2°71 = ¢(2%) = 0 ((Z/pa7) ™). CQFD

Exercice 11.
Déterminons la structure des quelques groupes suivant :

a. 15 =3 x5 donc

(Zhs7)" =~ (Z37)" x (Z/57)"
~ ZJog, X Llyg,

b. 55 =5 x 11 donc

(Zfs57)" =~ (Zf57)" % (Lh17)"
~ Z/47, % L1107,
~ L[4z, x Ljog, x L5,
~ Loz, % Loz,

c. 27 = 33 donc
Z/o7z)" = (Zf52(3 - 1)2)
~ (Zh8z)

11



d. 16 = 2* donc

(Zhez)" = (Zjyz) x (Zjaz)

12



COMPLEMENTS :

I.

I1.

I1I.

Théoréme de Bézout :

Soient a,b € Z tel que d = pgcd(a, b).

Il existe alors u,v € ¥, tel que au + bv = d.

On considére pour cela Pensemble I = {au + bv > 0, ou u,v € Z}.

Cet ensemble est non vide car il contient |a| et |b].

Il contient donc un plus petit élément d.

Montrons que dy = aug + bvg = d.

a = dpq+r avec 0 < r < dy (division euclidienne)

r=a—doq=a— (aug+ bvg)q = a(l — upq) + b(—vpq).

Donc r € I, et r < dj.

Par définition de dy, cela implique que r = 0, et donc a = dyq, et dy | a.
De méme, on montre que dy | b, et dy est alors un diviseur commun & a et a
b.

Mais, tous les diviseurs communs a a et a b divisent aug + bvy = dy.
Donc dy est le plus grand, et dy = d.

Tout multiple commun & a et b est un multiple de leur ppcm.
En effet, soit n € Z, pged(na’,nb’) = npged(a’,b') =n
donc :

(a|netb|n) = (ab' | nb et ba’ | na')
— (ppem(a,b) | nb’ et ppem(a,b)’)
= ppem(a, b) | pged(nb',na’)
= ppcm(a,b) | n

Pour compléter I'exercice 4.
Considérons :
p: Z — L/, la surjection canonique.

d = pged(m,n)| et m = dm/,n = on’ avec pged(m',n') = 1.
Alors, :

v Ling — Hom (Z/mz, Zlnz)
fop(l)— f
est telle que Kerp ~ Z /17 < Z/n7,

Z
¢ induit I'isomorphisme : InZ ~ Hom (Z}y7: Z/n7)-
) Ln'z,

n'Z
7 = Hom L)z, Znz)-
Soit | Z /sy, ~ Hom (Z /iy, 7. Z[p7) |

c’est & dire
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