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Groupes et géométrie

Groupes monogènes

Exer
i
e 1. Théorème de Gauss .

Montrer que, a, b, c étant trois éléments non nuls de Z, si a et b sont premiers entre

eux et si a divise bc, alors a divise c.

Exer
i
e 2.

m et n sont des entiers stri
tement positifs.

a. Démontrer que mZ ∩ nZ = mnZ ⇔ (m,n) = 1

b. En déduire alors une démonstration du théorème 11, 
hapitre 3.

Exer
i
e 3.

Soit n ≥ 1 un entier naturel.

a. Soit d un divisur de n. Combien y a t-il d'éléments d'ordre d dans Z/nZ ?

Démontrer la relation : ∀n ≥ 1,
∑

d|n φ(d) = n

b. Soit G un sous-groupe �ni du groupe multipli
atif d'un 
orps 
ommutatif, et

n son ordre. Pour 
haque diviseur d de n, on note ψ(d) le nombre d'éléments

de G qui sont d'ordre d. Montrer que ψ(d) vaut 0 ou φ(d)


. Montrer que l'on a

∑

d|n ψ(d) = n

d. Déduire de 
e qui pré
ède que tout sous-groupe �ni du groupe multipli
atif

d'un 
orps 
ommutatif est 
ylique.

Exer
i
e 4.

Soit n ≥ 1 un entier naturel.

a. Soit k ∈ Z un entier. Quel est le 
ardinal du sous groupe de Z/nZ engendré

par la 
lasse de k modulo n ?

b. Si m ≥ 1, 
ombien y a t-il de morphismes de Z/mZ dans Z/nZ ?


. Montrer que Aut(Z/nZ) ≃ (Z/nZ)
×

Exer
i
e 5. Deux 
lassiques .

a. Théorème d'Euler

Soit n ∈ N
∗
, soit a ∈ Z

∗
, premier ave
 n.

ϕ désignant la fon
tion d'Euler, démontrer que : aϕ(n) ≡ 1 mod(n)

b. Théorème de Fermat

Soient p un nombre premier, et a ∈ Z.

Démontrer que ap ≡ a mod(p)
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Exer
i
e 6.

Soit G un groupe 
ommutatif, et x, y deux éléments de G d'ordre respe
tif m et n.

a. Montrer que si m et n sont premiers entre eux, xy est d'ordre mn .

b. Montrer que, dans le 
as général, il existe un diviseur m′
de m et un diviseur

n′
de n tels que m′

et n′
soient premiers entre eux et m′n′ = ppcm(m,n).


. Montrer qu'il existe dans G un élément d'ordre ppcm(m,n).

d. Montrer que si G est d′exposant N , (
'est à dire ∀g ∈ G, gN = 1 et N est le

plus petit entier non nul jouissant de 
ette propriété), G admet un élément

d'ordre N .

Montrer que 
e n'est pas for
ément le 
as si G n'est pas 
ommutatif.

e. En déduire une autre démonstration du fait que tout sous-groupe �ni du

groupe multipli
atif d'un 
orps (
ommutatif) est 
y
lique.

Exer
i
e 7. Théorème de Wilson.

Soit p ≥ 2 un nombre premier.

a. Quels sont les éléments de Z/pZ égaux à leur inverse ?

b. En déduire que p divise (p− 1)! + 1.


. Ré
iproquement, montrer que si n ≥ 2 divise (n−1)!+1, alors n est premier.

Exer
i
e 8.

Soit p un entier premier.

Montrer que pour tout k ∈ N, on a

∑

x∈Z/pZ
xk

est égal à 0 ou -1.

Exer
i
e 9. (Théorème 12 du 
ours).

a. Montrer le lemme suivant :

Si p est un nombre premier, pour tout α ≥ 1 ∈ N, on a :

ϕ(pα) = pα−1(p− 1)

b. En déduire que :

Soit n > 1 un entier.

Si n = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k est la dé
omposition en fa
teurs premiers de n, alors :

ϕ(n) = n

(

1−
1

p1

)(

1−
1

p2

)

...

(

1−
1

pk

)


. Appli
ation : Que vaut ϕ(3960)
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Exer
i
e 10.

a. Montrer que si n = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k est la dé
omposition en fa
teurs premiers

de n, alors :

(Z/nZ)
× ≃

k
∏

i=1

(Z/pi
αiZ)

×

b. Soit p ≥ 3 un nombre premier.

a. Montrer qu'il existe un élément d'ordre (p − 1) dans (Z/pZ)
×
et aussi

dans (Z/pαZ)
×
si α ≥ 1.

b. Montrer que l'ordre de la 
lasse de 1 + p dans (Z/pαZ)
×
est pα−1

.


. En déduire que (Z/pαZ)
×
est 
y
lique.


. Cas p = 2.

a. Expli
iter la stru
ture de (Z/2Z)
×, (Z/4Z)

×
et (Z/8Z)

×

b. Montrer que pour α ≥ 2, l'ordre de la 
lasse de 5 dans (Z/2αZ)
×

est

2α−2
.


. Montrer que, dans 
e 
as,

(Z/2αZ)
× ≃ Z/2Z× Z/2α−2

Z

Exer
i
e 11.

Déterminer la stru
ture des quelques groupes suivant :

a. (Z/15Z)
×

b. (Z/55Z)
×


. (Z/27Z)
×

d. (Z/16Z)
×
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