
Fi
he d'exer
i
es n

o

3

Groupes et géométrie

Groupes symétriques

Exer
i
e 1.

Pour 
ha
une des permutations suivantes, déterminer :

- sa dé
omposition 
anonique en produit de 
y
les disjoints

- son ordre

- sa signature

- une dé
omposition en produit de transpositions

σ1 =

(

1 2 3 4 5 6
3 5 4 6 2 1

)

σ2 =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 6 9 7 2 5 8 1 3

)

σ3 =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3 4 2 1 8 7 9 11 12 10 5 6

)

Cal
uler σ50
1 , σ100

2 , σ10
3

Exer
i
e 2.

Soit γ un k-
y
le dans Sn.

Pour quelles valeurs de p entier tel que 1 ≤ p ≤ k − 1, γp
est-il un 
y
le ?

Exer
i
e 3.

Soit n ≥ 3 un entier, σ ∈ Sn, et γ un r-
y
le dans Sn tel que :

γ = (j1, j2, . . . , jr)

Démontrer que σ ◦ γ ◦ σ−1
est le r-
y
le (σ(j1), σ(j2), . . . , σ(jr)).

Exer
i
e 4.

Démontrer que, pour n ≥ 3, le groupe Int(Sn) des automorphismes intérieurs de

Sn est isomorphe à Sn.

Exer
i
e 5. Systèmes minimaux de générateurs de Sn.

Montrer que le groupe symétrique Sn admet les systèmes minimaux de générateurs

suivants :

a. Les transpositions (1, i) pour 2 ≤ i ≤ n.

b. Les transpositions (i, i+ 1) pour 1 ≤ i ≤ n− 1.


. Le 
y
le (1, 2, . . . , n) et la transposition (1, 2).

d. Si n est premier, le 
y
le (1, 2, . . . , n) et n'importe quelle transposition.
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Groupes alternés

Exer
i
e 6. Systèmes de générateurs de An.

Soit n ≥ 4 un entier.

1. Donner un système générateur 
onnu de An.

2. Soient i, j, k, l distin
ts dans {1, 2, . . . , n}. Véri�er les relations :

(i, j)(j, k) = (i, j, k) et (i, j)(k, l) = (i, j, k)(j, k, l)

3. En déduire que le groupe alterné An est engendré par :

a. l'ensemble des 3-
y
les de Sn ;

b. l'ensemble des 3-
y
les de la forme (1, i, j) pour 2 ≤ i, j ≤ n ;


. l'ensemble des 3-
y
les de la forme (1, 2, i) pour 3 ≤ i ≤ n.

d. l'ensemble des 3-
y
les (i, i+ 1, i+ 2) pour 1 ≤ i ≤ n− 2.

4. Montrer que le troisième système est minimal, mais pas les autres si n ≥ 5.

Exer
i
e 7.

Dans S4 on pose :

K = {e, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}.

a. Véri�er que K est un sous-groupe 
ommutatif de A4.

b. E
rire sa table de multipli
ation.


. En déduire que K est isomorphe au groupe de Klein.

Signature

Exer
i
e 8. Partition de n et permutations régulières .

On appelle partition de n une suite k1, k2, . . . , kn d'entiers naturels tels que :

n
∑

i=1

iki = n

On rappelle que toute permutation σ ∈ Sn se dé
ompose de façon unique en 
y
les

de supports disjoints, et on lui fait 
orrespondre une partition k = k(σ) de la façon

suivante : ki est le nombre de i-
y
les qui interviennent dans 
ette dé
omposition.

En parti
ulier k1 est le nombre de points �xes de σ.

a. Montrer que deux permutations sont 
onjuguées dans Sn si, et seulement si

elles ont même partition asso
iée. On pourra exprimer la dé
ompostion de

τστ−1
en fon
tion de 
elle de σ.

b. Montrer que la signature de σ est :

ǫ(σ) = (−1)
n+

∑

i

ki
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. On appelle exposant d'un groupe �ni G le plus petit nombre k tel que

gk = 1 pour tout élément g ∈ G. Quels sont les exposants de A5 et S5 ?

d. Une permutation de Sn est dite régulière si sa partition asso
iée a un


oe�
ient non nul et un seul. Montrer qu'une permutation est régulière si,

et seulement si 
'est une puissan
e d'un n-
y
le.

Exer
i
e 9.

On 
onserve les notations de l'exer
i
e pré
édent.

a. Montrer qu'une permutation τ de Sn 
ommute ave
 un n-
y
le si, et seule-

ment si τ est une puissan
e de σ.

b. Montrer que dans le 
as général, le 
ommutant de σ, 
'est à dire le sous-

groupe de Sn formé des permutations τ telles que στ = τσ a pour 
ardinal :

∏

i

ikiki!

Groupes diédraux

Exer
i
e 10.

En notant Pn le polygone régulier à n 
�tés 
entré enO(0; 0) etAk(cos(
2ikπ
n

); sin(2ikπ
n

))
pour 0 ≤ k ≤ n− 1, et en 
onsidérant les notations du 
ours :

a. Montrer que toute isométrie f ∈ Dn est déterminée

par les images de A1 et A2.

En déduire que Dn ne possède pas plus de 2n éléments.

b. Montrer que Dn possède au moins 2n éléments. Con
lure.

Exer
i
e 11.

Ave
 les notations du 
ours :

a. Dé
rire D2.

b. Dé
rire D3.


. Montrer que, pour n > 3, Dn est un sous-groupe stri
t H de Sn.

En d'autres termes, Dn est une "réalisation géométrique" de H.

Exer
i
e 12.

Ave
 les notations du 
ours :

a. Que vaut l'inverse, dans Dn d'une rotation rk où 0 ≤ k ≤ n− 1 ?

b. Montrer que, dans Dn, on a : rk ◦ s est d'ordre 2, pour tout 0 ≤ k ≤ n − 1
Interpréter géométriquement.


. Montrer que pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1, s ◦ rk = rn−k ◦ s
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Exer
i
e 13.

n ≥ 2 est un entier.

a. Dé
rivez la partition de Dn en 
lasses de 
onjugaison en distinguant les 
as

n pair et n impair.

b. Déterminez le 
entre de Dn en distinguant les 
as n pair et n impair.


. Etablissez la liste des sous-groupes de Dn. Indiquez lesquels sont distingués.

(On pourra 
lasser les sous-groupes de Dn en fon
tion du nombre d'antidé-

pla
ements qu'ils 
ontiennent).

Exer
i
e 14.

Tout groupe G engendré par deux éléments a et b tels que :

o(a) = n (n ≥ 2), o(b) = 2, et o(ab) = 2

est isomorphe au groupe Dn.

Exer
i
e 15.

Soit p ≥ 2 est un nombre premier. Montrer qu'il n'existe, à isomorphisme près que

deux groupes d'ordre 2p :

Dp et Z/2pZ

Exer
i
e 16. Groupe diédral in�ni .

Soit R 
onsidéré 
omme espa
e a�ne eu
lidien de dimension 1.

À tout n ∈ Z, on asso
ie la translation τn : R −→ R telle que τn(x) = x+ n

a. Véri�er que pour tout n ∈ Z, on a τn1 = τn.

b. On pose SR(Z) = {ϕ ∈ Is(1) ; ϕ(Z) = Z}
et σ0 l'isométrie de R telle que σ0(x) = −x.
Prouver que SR(Z) est formé par l'ensemble des τn1 et des τn1 ◦σ0, pour n ∈ Z.

En déduire que SR(Z) est un sous-groupe de Is(1).

Le groupe SR(Z) est appelé groupe diédral in�ni et on le note généralement D∞.

Exer
i
e 17.

Soit n ≥ 3 un entier. On pose α = exp(2iπ
n
) ∈ C

Démontrer que le groupe multipli
atif engendré par les matri
es 
omplexes :

X =

(

α 0
0 α−1

)

et Y =

(

0 1
1 0

)

est isomorphe au groupe diédral Dn.
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