
Fi
he d'exer
i
es n

o

5

Groupes et géométrie

Groupes opérant sur un ensemble

Exer
i
e 1. poly Jussieu.

Soit G un groupe �ni d'ordre n, p le plus petit fa
teur premier de n et H un

sous-groupe de G d'indi
e p.
Montrer que H est distingué dans G.

Indi
ation : On pourra étudier le noyau de l'a
tion de G sur l'ensemble quotient

G/H.

Exer
i
e 2. poly Jussieu.

Soit p un nombre premier.

Un p-groupe est un groupe �ni dont l'ordre est une puissan
e de p.
Montrer que le 
entre d'un p-groupe G n'est pas trivial. Indi
ation : on pourra

faire agir le p-groupe G sur lui même par 
onjugaison.

Exer
i
e 3. poly Jussieu.

Soit p un nombre premier.

a. Soit G un groupe tel que le quotient G Z(G) est 
y
lique.
Montrer que G est 
ommutatif.

b. En déduire que tout groupe d'ordre p2 est 
ommutatif.


. Montrer que si G est un groupe d'ordre p2, alors :

G ≃ Z/p2Z ou G ≃ Z/pZ × Z/pZ

Exer
i
e 4.

Soit G un groupe non réduit à l'élément neutre.

Montrer que G ne possède pas de sous-groupe non trivial si, et seulement si G est


y
lique d'ordre premier.

Exer
i
e 5. Ja
quet-Malo page 58 .

Montrer qu'au
un groupe d'ordre 200 n'est simple.

Exer
i
e 6. Ja
quet-Malo page 57-58 .

Soient p et q deux nombres premiers distin
ts. En séparant les 
as p < q et p > q,
montrer qu'au
un groupe d'ordre p2q n'est simple.

Exer
i
e 7. Classi�
ation des groupes d'ordre pq, voir Ja
quet-Malo page 59 .

Soient p et q deux nombres premiers ave
 p < q

a. Démontrer qu'il existe un homomorphisme ϕ : Z/pZ −→ Z/qZ

b. Supposons p ∤ q − 1. Démontrer que tout groupe d'ordre pq est 
y
lique.
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. Supposons maintenant p | q − 1. Démontrer qu'il y a deux sous-groupes non

isomorphes d'ordre pq, (à savoir le groupe 
y
lique et un produit semi-dire
t

non 
ommutatif).

Exer
i
e 8. Simpli
ité de An, voir Ja
quet-Malo page 60-61 . a. Montrer que les

éléments d'ordre 3 et les transpositions sont 
onjugués dans A5.

b. Considérer un sous-groupe normal de A5 et montrer qu'il ne peut 
ontenir

que 60 éléments.


. En déduire que A5 est simple.

d. Montrer que An est simple pour tout n > 5. A�n d'appliquer le 
as pré
édent,


her
her dans An une permutation qui laisse �xe tout l'ensemble {1, 2, . . .,

n} sauf 5 éléments.

Exer
i
e 9. A5 est le seul groupe smple d'ordre 60, voir Ja
quet-Malo page 63 .

Soit G un groupe simple á 60 éléments.

a. En 
omptant le nombre de 5-sous-groupes de Sylow de G, démontrer que G

est isomorphe á un sous-groupe H de S6.

b. Démontrer que H est isomorphe á un sous-groupe de A6 mais non normal

dans 
elui-
i.


. Déduire que H est isomorphe à un sous-groupe de S5 , don
 à A5. (On

introduira une a
tion par translation �dèle bien 
hoisie).

Exer
i
e 10. Une démonstration originale du théorème de Wilson, voir Ja
quet�

Malo page 64 .

Soit p un nombre premier, déterminer le nombre de p-sous-groupes de Sylow de

Sp. En déduire une impli
ation du bien 
onnu théorème de Wilson.

Exer
i
e 11. Simpli
ité de PSLn(k), voir Ja
quet-Malo page 64-69 .

Soit k un 
orps. Soit E un k-espa
e ve
toriel de dimension n. Soit SL(E) le groupe
spé
ial linéaire des endomorphismes de E de déterminant 1, isomorphe au groupe

des matri
es de déterminant 1, SLn(k). Soit PSLn(k) le quotient de SLn(k) par
son 
entre. Le but de 
et exer
i
e est de démontrer que PSLn(k) est simple, sauf

dans les 
as n = 2 et k = F2 ou F3.

a.

Exer
i
e 12. Ja
quet-Malo page 69-70 .

Dans 
et exer
i
e, on suppose que E est un espa
e ve
toriel réel de dimension

n ≥ 3.

a. Démontrer que les ré�exions engendrent le groupe On(R).

b. Dans un espa
e ve
toriel E, l'appli
ation linéaire u est un renversement lors-

qu'il existe une base dans laquelle la matri
e de u s'é
rit :
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Démontrer que les renversements engendrent le groupe SO3(R).


. En déduire que les renversements engendrent le groupe SOn(R).

Exer
i
e 13. Simpli
ité de SO3(R), première méthode, voir Ja
quet-Malo page

71-72 .

On 
onsidère 
onnue que les renversements engendrent le groupe SOn(R).

a. Montrer que les renversements sont tous 
onjugués dans SO3(R).

b. Soit H un sous-groupe normal de SO3(R), et u ∈ H\{I3}. Montrer que, sous


ertaines 
onditions, si d = d(x, u(x)), alors

d2 = 2(1− cosθ)

où θ est l'angle d ela rotation u.


. Soit S2 la sphère unité. Démontrer que pour tout réel m 
ompris entre 0 et

d, il existe x, y ∈ S2 tels que y = u(x) et d(x, y) = m.

d. Démontrer que pour tout réel m 
ompris entre 0 et d et tous x, y deux

éléments de S2 tels que d(x, y) = m, il existe une rotation u′
telle que u′(x) =

y.

e. En déduire que H 
ontient un renversement.

f. Con
lure quant à la simpli
ité de SO3(R).

Exer
i
e 14. Simpli
ité de SO3(R), deuxième méthode, voir Ja
quet-Malo page

73-75 .

On rappelle que les renversements engendrent le groupe SO3(R).

a. Montrer que la 
omposante 
onnexe de la matri
e identité In est un sous-

groupe distingué.

b. Montrer que SO3(R) ne 
ontient pas de sous-groupe distingué 
onexe par

ar
s non trivial autre que lui même.


. Con
lure quant à la simpli
ité de SO3(R).
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