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Chapitre 1

Structure de groupe

Introduite explicitement au début du XIX® siécle, la notion de groupe
apparait dans les travaux d’Evariste Galois sur la résolution des équations
polynémiales. Peu aprés, des groupes sont mis en évidence en géométrie, avec
les groupes de symétrie de polygones et polyédres réguliers notamment.

De nos jours, la notion de groupe se retrouve associé a des concepts divers
comme par exemple en géométrie différentielle (groupes de Lie) ou en topo-
logie algébrique (groupes d’homologie).

Nous accorderons dans ce document une place particuliére a I’analyse de la
structure des groupes finis.

1.1 Notion de groupe

Définition 1. G est un ensemble muni d’une loi de composition interne
définie par (x;y) — x.y

On dit que la loi . définit une structure de groupe, ou que G est un groupe
relativement a cette loi si les 3 axiomes suivants sont vérifiés :

1. La loi . est associative.

2. Il existe dans (G, .) un élément neutre noté e.

3. Tout élément de (G, .) est symétrisable.

Remarque 1.
a) L’élément neutre e est unique.
b) Tout élément posséde un symétrique unique.

Définition 2.

G est dit abélien ou commutatif si pour tout x,y € G, r.y = y.x

G est dit fini s’il n’a qu’un nombre fini d’élément.

Dans ce cas, le cardinal de G s’appelle 'ordre du groupe, noté o(G)

Remarque 2.
a) pour tout n,m € N et v € G, z"x™ = z™a™ = 2"t™ (notation multipli-
cative).



b) Attention, en général (xzy)"™ # x"y", et on a : (zvy)~

L gy lg1

c) Dans G tout élément est simplifiable a gauche et a droite :

Ta=yYa =T =1y

En particulier, cela montre que le symétrique est unique.

1.2

1.
2.

1.3

Exemples

(Z,+) est un groupe abélien.

Z/y,7, Vensemble quotient des classes d’entiers modulo n est un groupe
fini abélien.

. Si E ={1;2;...;n}, lensemble S,, des permutations de F, muni de la

composition des applications, est un groupe fini, d’ordre n! , appelé
groupe symétrique.
Pour n > 3, S,, est non abélien.
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est un groupe pour la multiplication des matrices, d’ordre 8.
Le groupe des quaternions est non abélien.

. Si E est un espace vectoriel sur un corps K ,

GL(FE) = {automorphismes K-linéaires de E'} est un groupe pour la
composition des applications linéaires.

Sous-groupe

1.3.1 Premiéres propriétés

Sauf mention contraire, G désigne toujours un groupe multiplicatif d’élé-
ment neutre e .



Définition 3.

Une partie non vide H de G est un sous-groupe de G si :
1. (z;y) e HxH=uxye H

2. reH=ua2'€eH

Remarque 3.

a) Les deux conditions ci-dessus impliquent que e € H

b) Un sous-groupe de G est dit propre s’il est distinct de G et on écrira :
- H < G pour exprimer que H est un sous-groupe de G, et

- H < G pour exprimer que H est un sous-groupe propre de G.

Proposition 1.
Soit G un groupe et {H;}icr une famille de sous-groupes de G ; alors quel
que soit l’ensemble non vide I, ﬂ H; est un sous-groupe de G.

i€l

Attention, en général U H; n’est pas un sous-groupe de G.
i€l
En effet, on vérifie, par exemple, que dans le groupe (Z,+), les ensembles
3Z = {3k;k € Z} et 8Z sont des sous-groupes de Z;
mais 11 =3+ 8 ¢ 3Z|J8Z.

1.3.2 Exemples

. Les groupes additifs Z,Q,R,C sont tels que Z < Q < R < C
. Les groupes multiplicatifs Q*, R*, C* sont tels que Q" < R* < C*

2im

. U, ={20,21,..,2n—1} OU 2 = €% est un sous-groupe fini d’ordre n
de U donc de C*.

5. Si G est un groupe, 'ensemble :
Z(G) = {z € G,za = ax, pour tout a € G}
est un sous-groupe de G appelé le centre de G. 1l s’agit de ’ensemble
des x € G qui commutent avec tout élément de G.
On remarque que Z(G) est un sous-groupe propre de G si, et seule-
ment si G n’est pas abélien.

6. Si E est un espace vectoriel de dimension n > 2, GL(E) = GL,(K)
est un sous-groupe non abélien de (M, (K), x).

1
2
3. U={z € C,|z| =1} est un sous-groupe multiplicatif de C*.
4

7. L’ensemble des similitudes de R? est un sous-groupe de GLa(R).

8. L’ensemble des isométries d’un espace affine euclidien est un sous-
groupe de son groupe affine.



1.3.3 Sous-groupes engendrés

Définition 4.
Sotent G un groupe et S une partie non vide de G. On désigne par Hg l'en-
semble des sous-groupes de G contenant S et on pose :

)= () H.

HeHg

(S) est un sous-groupe de G appelé sous-groupe de G engendré par S.

Remarque 4.

a) Dans l'ensemble des sous-groupes de G ordonné par l'inclusion, (S) est le
plus petit sous-groupe de G contenant S.

b) On peut montrer que

(S) = {x129..xn;n € N* 2, € S ou x;l €5,1<i<n}

Définition 5. Soient G un groupe.

1. Si S une partie non vide de G telle que (S) = G , on dit que S est une
partie génératrice de G ou encore que S engendre G.

2. Si G est engendré par un élément, c’est a dire s’il existe x € G tel que
(x)y = G, le groupe G est dit monogéne.

3. Plus généralement, s’il existe une partie non vide et finie S = {x1x9...xn}
de G telle que (S) = G, on dit que G est de type fini.

Un groupe fini est de type fini, mais la réciproque est fausse.

4. On appellera groupe cyclique tout groupe monogéne fini.

Exemple 1.

1. Reprenons le groupe symétrique S = {e, 01,09, 71,72, T3} .
On montre que o1 = 09 et 01> = e, d’oli :

(o1) = {01,02,¢}
D’autre part, 01 013 = T2 et 73001 = T1, et par suite :

(o1, 13) = {01,092, 71,72, T3, €}

2. Z est un groupe monogéne infini, engendré par 1 ou par -1.

Définition 6.

Soit x un élément d’un groupe G quelconque.

1. Si le sous-groupe de G engendré par x est de cardinal fini, on dit que x
est d’ordre fini dans G, et le cardinal du sous-groupe (x) s’appelle l'ordre de
x dans G, noté o(x).

2. Si le sous-groupe de G engendré par x est de cardinale infini, on dit que
x est d’ordre infini dans G.



Exemple 2.
1. L’¢lément neutre est le seul élément d’ordre 1 dans un groupe G.
2. Tout élément non nul dans Z est d’ordre infini.

3. Dans S3, les transpositions T1,To et T3 sont d’ordre 2, et les cycles
o1 et o9 sont d’ordre 3.

1.4 Morphisme de groupe

1.4.1 Propriétés générales

Définition 7.

FEtant donnés deux groupes (G,.) et (G, *), un morphisme de groupes de
G dans G' est une application f : G — G’ telle que, quels que soient x ety
dans G, on ait :

flxy) = f(x)* fy)

L’ensemble des morphismes d’un groupe G dans un groupe G’ sera noté
Hom(G, G’).
L’ensemble des morphismes d’un groupe G dans lui méme sera noté End(G).

Proposition 2. Tout f € Hom(G,G") vérifie les propriétés suivantes :
fle)=¢

f(x=1) = f(z)7!, quel que soit x € G

fz™) = (f(x))™, quel que soit x € G et n € N

H<G= f(H) <G

H <G =f1YH)<G, ou fTH{(H)={zr G, f(x)c H}

Grds Lo o =

Corollaire 1.
1. f(G) est un sous-groupe de G’
2. f7L(€) est un sous-groupe de G

Définition 8. Soit f € Hom(G,G’)
f(G) est appelé image de f et est noté Imf f~1(e) est appelé noyau de
f et est noté Kerf

Proposition 3. Pour f € Hom(G,G'), on a :
1. f surjectif & ImG = G’
2. f injectif & Kerf = {e}



1.4.2 Premiers exemples

1. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.
L’injection canonique ¢: H — G

r — x
est un morphisme injectif de groupes.
2. SoitneZ* .
La surjection canonique 7: Z — Z/y7
r —

est un morphisme surjectif de groupes.

3. Soit un entier n > 1.
L’application det: GL,(R) — R*
A — det(A)
est un morphisme de groupe.
Son noyau SL,(R) = {A € GL,(R),det(A) = 1} est appelé groupe
spécial linéaire.

1.4.3 Théoréme de Cayley

Définition 9.
1. Une application f d’un groupe G dans un groupe G’ est un isomorpisme
de groupes si f € Hom(G,G'") et s’il existe g € Hom(G', Q) tel que :

gof=idg et fog=rids

2. S’il existe un isomorphisme entre deux groupes G et G,

on dit que G et G' sont isomorphes, et on note : G ~ G'.

3. Un isomorphisme d’un groupe G sur lui méme est appelé un automor-
phisme de G. L’ensemble des automorphismes de G est noté Aut(QG).

Proposition 4.
Pour tout groupe G, Aut(G) est un sous-groupe du groupe symétrique de G
(cad du groupe des bijections de G sur lui méme).

Remarque 5.
a) On peut montrer que f isomorphisme < f € Hom(G,G') et f bijectif

b) Un isomorphisme étant une bijection, deux groupes isomorphes sont équi-
potents (cad de méme cardinal).

En particulier, deux groupes finis isomorphes sont de méme ordre. Attention
la réciproque est fausse, comme le montre l’exemple ci-dessous.

On considére le groupe G = Z/7,
et le groupe G' = {e,a,b,c,d} que l'on notera V- (pour Vierergruppe).
Le groupe V' est défini par les égalités : a = b =c =e€ , ab = ba = ¢,



ac=ca=>b el bc=cb=a.

Dans V', tout élément non nul est d’ordre 2 et est son propre inverse.

En revanche dans Z/y7, 1 et 3 sont d’ordre 4.

Un éventuel isomorphisme entre Z/47, et V enverrait par exemple 1 sur un
élément de V' d’ordre 4... qui n’existe pas.

On a mis en évidence l'existence de deuz groupes finis de méme ordre qui ne
sont pas isomorphes. En particulier, V' n’est pas cyclique, bien qu’abélien.

Exemple 3. Ezemples d’isomorphismes

1. Si E est un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K,
GL(E) ~ GL,(K)

Toute base b = {ej;eq...en} de E sur K permet de définir un iso-
morphisme :
My: GL(E) — GL,(K)

u +— My(u)
ot My(u) est la matrice de u dans la base b, c’est a dire la matrice
dont les colonnes sont formées par les composantes, dans b, des vec-
teurs u(er),u(ez), ..., uley).

2. De fagon générale, si f € Hom(G,G") et f injectif, alors G ~ Im(f) .

3. Automorphismes intérieurs d’un groupe G :
A tout g € G, on associe Uapplication : og: G — G
x — grg~
Toutes ces applications sont des automorphismes de G.
Mieuz, en posant Int(G) = {o4;9 € G},
on montre que Int(G) est un sous-groupe de Aut(G).

1

4. A tout g € G, on associe lapplication : 5 G — G
T — gx
Toutes ces applications sont des automorphismes de G.
Attention, Uensemble T(G) = {74;9 € G}, est un sous ensemble (et
méme un sous-groupe) du groupe symétrique de G mais n'est est pas
un sous-groupe de Aut(Q).

Théoréme 1. Théoreme de Cayley
Tout groupe est isomorphe a un sous-groupe du groupe de ses permutations.
En particulier, tout groupe fini d’ordre n est isomorphe & un sous-groupe du
groupe symétrique Sy. Précisons :
L’application : 7: G — T(G)

g —> T4
est un isomorphisme de groupes.



1.5 Produit direct de groupes

Soient deux groupes G1 et Go d’éléments unités e; et es.
Posons G = G1 x Gy = {(x1;22); 21 € G1 et x9 € Ga}.
On vérifie facilement que I’ensemble non vide G muni de la loi de composition
interne définie par : 7 : GxG@ — (G
((z1522), (y1392)) = (T122; Y192)
est un groupe dont I’élément neutre est (eg;ez)
et quel que soit (z1;22) € G, (x1;12) ! = (xl_l;xgl).

Définition 10.
Le groupe G1 x G4 est appelé groupe produit direct des groupes G1 et Gs.

On associe au produit direct G1 X Go deux couples d’applications :
a) les projections canoniques p1 et pa telles que :
p1 - G1><G2 — Gl et pa: G1><G2 — G2
(x1522) — a1 (x1;522) — a2

b) les injections canoniques q1 et q2 telles que :
q1 Gl — G1><G2 et q2 GQ — G1XG2
1 — (z15€2) A GHT)

Remarque 6.

a) G1 x Go est abélien < Gy abélien et Gy abélien .

b) Les applications G — Gix{ea}=Imq et Go — {e1} xGa=1Im qo
x1 +—> (z15€2) xg +—> (e1;m2)

sont des isomorphismes de groupes.

En particulier, G1 x Gy contient au moins un sous-groupe isomorphe a G

et un sous-groupe isomorphe a Gs.

c) Si Gy et Gy sont des groupes finis, on a :

O(Gl X GQ) = O(Gl) X O(GQ)

Proposition 5. Soient deux groupes G et Gs.
Un groupe G est isomorphe a G1 X Go si, et seulement s’il contient deux
sous-groupes Hy et Hoy tels que :

1. H; ~ G;, pouri=1,2.

2. Yh1 € H{,Yhy € Hy, hihs = hoh;.

3. G=HH>.

4. HiN Hy = {e}, ou e est ’élément neutre de G
Exemple 4. Le groupe produit direct ZJoy x Loy, est généralement appelé
le groupe de Klein.

D’apres la remarque a) ci-dessus, Z /oy X Ljog, est un groupe abélien fini
d’ordre 4.

10



Considérons alors le Vierergruppe, V. = {e,a,b,c} avec les régles de calcul
que l'on rappelle :a=b=c=¢e et ab=ba = ¢c,bc = cb = a,ac = ca = b.
Dans V', on pose :

Hy ={e,a} = (a) et Hy = {e,b} = (b).
On remarque que Hy ~ Hy ~Z /97
D’autre part, ab=ba = ¢, d’ou V = H1Ho.

De plus, comme Hy N Hy = {e}, on a, d’aprés la propostion précédente :

V >~ Z/Jog X Ljo7,.

11



Chapitre 2

Classe modulo un sous-groupe

2.1 Théoréme de Lagrange. Indice d’un sous groupe

2.1.1 Relation d’équivalence modulo un sous-groupe

A tout sous-groupe H d’un groupe G, on peut associer deux relations
binaires Ry et ;R définies dans G par :

acRHy(:)xy_leHetxHRyém_lyeH

Proposition 6. G étant un groupe :

1. Pour tout sous-groupe H de G, les relations Ry et ;R sont des re-
lations d’équivalence.

2. 2=y (mod Ry) <y € He, ou Hr = {hx;h € H}
r=y (mod yR) &y € axH, ovaH ={zh;he H}

Définition 11.

1. H étant un sous-groupe d’un groupe G, les relations d’équivalence Ry
et R sont appelées relation d’équivalence a droite et a gauche de x
modulo H .

2. Pour x € G, les ensembles Hx et xH sont appelés classes a droite et
classes a gauche de x modulo H.

Remarque 7.

1. Les classes a droite (resp. a gauche) modulo H étant des classes
d’équivalence, deux classes sont soit disjointes, soit égales.
Done, si {x;}ics est une famille de représentants des classes a droite
(resp. & gauche) modulo H , distinctes, alors la famille { Hx;};cr forme
une partition de G :

G:UHCCZ' et (Hx; # Hxj < i # j)
i€l

12



2. Si G est abélien, quel que soit H < G, et quel que soit x € G, on a
Hx =xH, donc Ry =5 R
Dans ce cas, deuz éléments x ety de G, équivalents modulo Ry seront
dits équivalents modulo H; on écrira :
L’ensemble quotient de G par Ry (= yR) sera noté % et appelé
quotient de G par H.

3. Si le groupe G est non abélien, en général, les classes a gauche et a
droite ne coincident pas, donc Ry #5 R

On note alors les ensembles quotients % et H% respectivement (%)d
G
et (7 )g-
Exemple 5.

1. On rappelle que le groupe S3 est engendré par :

_(t23Yy, (123
G1={ 9 31 )%m= 1921 3

Pour simplifier I’écriture, posons : 0 = o1 et T = T3.

On a alors S3 = {e,7,0,02, 700,007}

Soit H = (1) = {e,7}. Les classes a droite et a gauche de S3 modulo
H sont respectivement :

H = {e,71} H = {e,71}
Ho ={ro0} ocH={oort}
Ho?={o%,700?’ =007} 0?’H = {0%,0°cr =700}

Too#ocoT=Ho#0oH, dot Ry #5 R

2. Soit H = nZ un sous-groupe de (Z,+)
Le groupe (Z,+) étant abélien, on a Ry =5 R .
L’équivalence modulo (nZ) coincide donc avec la congruence modulo
n. Le quotient Z/y7, est donc muni d’une structure de groupe, induite
par celle de 7.
En fait, il en est de méme pour tout quotient d’un groupe abélien par
['un quelconque de ses sous-groupes.

2.1.2 Théoréme de Lagrange. Indice d’un sous groupe

Théoréme 2. Théoréeme de Lagrange

Si G est un groupe fini, alors l'ordre de tout sous-groupe H de G divise I’ordre
de G.

Corollaire 2.
Si G est un groupe fini, quel que soit © € G, l'ordre de x divise l’ordre de G.

Théoréme 3.
Pour tout sous-groupe H d'un groupe G, les ensembles (%)q et (£), sont

13



équipotents.

Précisons : la correspondance 6 : (&

Fla — %)g est une bijection.
Hx — 27'H

Ce théoréme légitime la définition suivante :

Définition 12.

Etant donné un sous-groupe H d’un groupe G, card(($)q) = card((%),)
s’appelle Uindice de H dans G et se note |G : HJ.

Si |G : H] est fini, on dit que H est d’indice fini dans G.

Remarque 8.

a) Si G est un groupe fini, alors pour tout sous-groupe H de G, on a :
o(G)=0(H) |G : H].

b) [G: H| peut étre fini sans que ni G ni H ne le soit.

Considérer par exemple G = Z muni de [’addition, et son sous-groupe non
nul H = nZ qui sont des groupes de cardinal infini.

On sait que Z/y7, est de cardinal n, donc [Z:nZ] = n, bien que G et H
sotent infinis.

2.1.3 Formule des indices

Théoréme 4. Formule des indices

Si H est un sous-groupe de G d’indice fini, et si K est un sous-groupe de G
contenant H, alors K est d’indice fini dans G.

De plus on a la formule suivante :

G:H|=[G:K|[K:H]

Cette formule s’appelle la formule des indices.

2.2 1°° théoréme d’isomorphisme

2.2.1 Compatibilité d’une relation d’équivalence avec une loi
de composition

L’idée est qu’on aimerait que les ensembles quotients crées a partir d’'une
relation d’équivalence modulo un sous-groupe héritent de la loi de composi-
tion du groupe de départ.

On introduit pour cela la notion suivante :

Définition 13. Soit R une relation d’équivalence définie dans un ensemble
(E,.). On dit que :
1. R est compatible a droite (resp. a gauche) avec la loi . si, quels que
sotent x,y,a € F,

TRy = z.aRy.a

14



(resp. xRy) = a.xRa.y

2. R est compatible avec la loi . si, quels que soient x,2',y,y € I,
(2Ry et ¥’ Ry’) = x.2'Ry.y/
La proposition suivante nous rapproche de notre but :

Proposition 7.

Une relation d’équivalence R définie dans un ensemble (E,.) est compatible
avec la loi si, et seulement si elle est compatible o droite et a gauche avec
cette loi.

2.2.2 Deux cas trés utiles

La proposition suivante va nous permettre de conclure.
Proposition 8.
Pour tout sous-groupe H d’un groupe G, la relation d’équivalence Ry (resp.
yR) est compatible a droite (resp. a gauche) avec la loi de composition de G.

Cas ou le groupe G est abélien
Pour tout sous-groupe H de G on a vu qu’on a alors R; — 4R.
Cette relation d’équivalence est, d’aprés les deux derniéres propositions, com-
patible avec la loi de composition de G.
Par suite, I’ensemble quotient de G par Ry (= zR), noté %, est muni de la
loi de composition quotient de celle de G telle que :

quels que soient T et ¢ dans % :

Ty =Y
Cas ou le sous-groupe H de G est le noyau d’un morphisme de groupes.
On considére deux groupes quelconques G et G’ et f € Hom(G,G’).
Posons H = Kerf et considérons les relations Ry et R.
Dans G on a :

TRyy & ry ' € Kerf
& flzy™b) =¢€, élément unité de G’
& f@)fy)'=¢
& [fl@)= 1)

On vérifie de méme que xRy < f(x) = f(y), dou Ry =5 R.

G _ (G _ G
Posons alors % = (§)ad = i
Plus précisément, on a dans notre cas H = Kerf, donc on notera notre
quotient %7"]" et en s’appuyant, comme dans le cas abélien, sur les proposi-
tions précédentes, on obtient cette proposition d’ou découlera le 1" théoréme

d’isomorphisme :

15



Proposition 9. Pour tout morphisme f d’un groupe G dans un groupe G’ :

1. L’ensemble quotient Kgnf est un groupe par rapport a la loi de composition

quotient, définie par Ty = Ty, quels que soient y dans %rf
G
Kerf
r —> I
est un morphisme de groupe surjectif.

2. L’application canonique w: G —>

Théoréme 5. 1¢" théoréme d’isomorphisme
Pour tout morphisme f d’un groupe G dans un groupe G', on a :

G
Kerf

~ Imf

16



Chapitre 3

(Groupes monogeénes,
symétriques et diédraux.

Les familles de groupes étudiées dans ce chapitre représentent des types
fondamentaux de structures de groupes, qui serviront de références dans la
description d’autres groupes.

3.1 Groupes monogénes

3.1.1 Caractérisation des groupes monogénes

On rappelle qu'un groupe G est monogéne s’il existe un élément 1’engen-
drant.
Un tel élément x est un générateur de G, et si le groupe est multplicatif, on
écrit :

G=(z)={a" k ez

Nous avons déja vu qu’il existe des groupes monogeénes infinis, comme (Z, +)
et des groupes monogenes finis, que 'on dit cyclique, comme Z/,,7.
Ce sont en fait, & isomorphisme prét, les seuls.

Théoréme 6.
Si G est un groupe monogeéne, alors G vérifie l'une des conditions suivantes :

1. G ~7Z, dans ce cas G est monogéne infini, ou

2. il existe un entier n > 0 tel que G ~ Z/py7, et dans ce cas G est
cyclique d’ordre n.

Remarque 9.
1. Deux groupes monogénes infinis sont isomorphes.
Deuz groupes cycliques de méme ordre n sont isomorphes.
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2. Si G est un groupe fini d’ordre n, et x un élément de G d’ordre m, alors :
a) (z) = Z/myz,
b) (k€Z et b =e) = keml
c) m est le plus petit entier strictement positif tel que "™ = e

d)x" =e

Exemple 6.

Pour tout entier n > 0, le groupe multiplicatif U,, des racines de l'unité dans
C, est cyclique d’ordre n.

En effet, on a déja vu que Uy, = {2k }o<k<n—1 0U 2 = cOSZEE +isin=tT
un groupe fini d’ordre n. Il nous reste a déterminer un element d ordre n.
Mais pour tout 0 < k < n —1,2% = 2, (c’est la formule de Moivre), et n est
le plus petit k entier tel que z1* = e.

On en déduit que U, = (z1) est cyclique d’ordre n.

22k7r 21k7r

, est

Proposition 10.
Tout groupe fini d’ordre premier p est cyclique.

3.1.2 Sous-groupes d’un groupe monogéne

Théoréme 7.

a) Tout sous-groupe non trivial d’un groupe monogéne infini,
est monogeéne infini.

b) Tout sous-groupe d’un groupe cyclique, est cyclique.

Proposition 11.

Soit n € N, et considérons le morphisme canonique 7 : Z — Z /7.

Pour tout sous-groupe K de Z /7, il existe un unique diviseur k de n tel que
m(k) = k engendre K. De plus, o(K) = .

Corollaire 3. n est un entier strictement positif
Le nombre de sous-groupes de Z/yy, est égal au nombre de diviseurs de n

dans N*.

Exemple 7
Les diviseurs de 6 dans N* sont 1, 2, 3 et 6. Z/gy, posséde donc 4 sous-
groupes distincts.

(1) =Zfg (2)={0;2;4} (3)={0;3} (6)={0}
On a bien, par exemple, (2) quz est d’ordre 8 5 =3
(4

De plus, les sous-groupes (4) et (5) coincident nécessairement avec l'un des

sous-groupes ci-dessus.

En effet : (4) = (2), et (5) =(1)=ZJgy,
Ce résultat sera justifié et généralisé dans le sous-partie suivante.

On déduit de I’étude des sous groupes de Z/y, 7 le théoréme suivant, relatif
aux groupes cycliques quelconques, notés multiplicativement.
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Théoréme 8. G = (x) est un groupe cyclique d’ordre n
Pour tout diviseur d de n, il existe un et un seul sous-groupe de G d’ordre d.
Celui-ci est engendré par z*, on k = 5.

Remarque 10.

Nous venons de voir que pour un groupe cycliqgue G d’ordre n, il existe une
bijection entre les diviseurs de n et les sous-groupes (cycliques!) de G.
Mais attention, si G est un groupe fini quelconque d’ordre n, et si d € N*
divise n, alors :

a) Il n’existe en général pas de sous-groupe de G d’ordre d.

Le groupe alterné Ay par exemple ne posséde pas de sous-groupe d’ordre 6.
b) S’il existe un sous-groupe de G d’ordre d, il n’est pas nécessairement
unique. Penser par exemple au groupe de Klein qui posséde deux sous-groupes
d’ordre 2.

¢) Tous les sous-groupes de G peuvent étre cycliques sans que G ne le soit.
Penser par exemple au groupes Qg des quaternions, non cyclique et méme
non abélien.

3.1.3 Générateurs d’un groupe monogéne

On rappelle que dans Z, deux éléments sont dits premiers entre eux
si leurs seuls diviseurs communs sont 1 et -1,
c’est & dire si leur PGCD vaut 1. On notera (a,b) le PGCD de a et b.
Le résultat suivant est supposé connu :

Théoréme 9. Théoreme de Bézout
Deuzx entiers non nuls a et b sont premiers entre euxr dans Z si, et seulement
sl existe u,v € Z tels que :

au+bv =1

Théoréme 10. Soit un groupe monogéne G = (x) (noté multiplicativement)
1. Si G est monogéne infini, alors les seuls générateurs de G sont x et x ™!
2. 8i G est cyclique d’ordre n > 1, alors les générateurs de G sont les x* tels
que k et n sont premiers entre eux dans 7Z.

Remarque 11. Si G est un groupe cyclique d’ordre n, il suffit en fait de
considérer les entiers k premiers avec n tels que 0 < k < n — 1, pour obtenir
tous les générateurs x* de G.

En effet, soit k € Z tel que (k,n) = 1. Par division euclidienne, il existe s
et k' des entiers tels que k =sn+k et 1 <k' <n—1.

On a alors z¥ = z°"zF = 2F' | car 2 = (a")® = e® = e.

et (K',n) =1 car tout diviseur de k' et n divise aussi k.
Définition 14. Fonction d’Euler

Pour n € N*, posons E, ={k e N;1<k<n-—1et(kn)=1}
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On appelle fonction d’FEuler 'application ¢ : N* — N* telle que :

o(1) =1 et p(n) = card(E(n)), quel que soit n > 0.
On peut alors reformuler le théoréme précédent :

Proposition 12.
Un groupe cyclique d’ordre n posseéde exactement p(n) générateurs, ot ¢ est
la fonction d’Fuler.

Remarque 12.
On ne sait d priori pas calculer p(n) (on va le voir dans la section suivante),
mais on sait que si p est un nombre premier, (p) =p — 1

Proposition 13. Caractérisation des générateurs de (Z /7, +)

Pour un entier n > 1, les générateurs de (Z/y7, +) sont les éléments inver-
sibles (pour la multiplication) de Uanneau Z/y7,.

Leur ensemble forme un groupe multiplicatif, abélien, d’ordre p(n)

et noté (Z/n7)* .

On étudiera en détail, en exercices, le groupe des inversibles (qui sont les
générateurs) d'un groupe cyclique.

Remarque 13.

Dans l'anneau Z/pZ avec p un nombre premier, l'ensemble des inversibles
est donc de cardinal p(p) = p — 1, tout élément non nul est donc inversible.
Cela montre que les anneaus Z/pZ avec p un nombre premier sont des corps!

3.1.4 Calcul de ¢(n)

Rappelons au préalable quelques résultats d’arithmétique sur Z :
Si m et n sont deux entiers dont d > 0 est le PGCD et [ > 0 le PPCM.
Ona:
1. dl = mn,
donc en particulier, (m,n) =1 < mn est le PPCM de m et n.

2. mZNnZ =17

Ayant déja remarqué qu’un produit direct de groupes cycliques n’est pas
nécessairement cyclique (groupe de Klein par exemple), on peut maintenant
donner le résultat précis suivant :

Théoréme 11. m et n sont deux entiers strictement positifs
Les anneaux (donc en particulier les groupes additifs) Z )y, 7.X Z /7, €t Z/ymn7,
sont isomorphes si, et seulement si m et n sont premiers entre eux.

Ce théoréme se généralise au cas d’un nombre fini d’entiers mq, mo, . . . mg.
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Corollaire 4. Théoréme chinois
Soient my,ma,...myg (k> 2) des entiers positifs non nuls.
Alors les anneaux :

Z/le X Z/mQZ R Z/me et Z/m1m2 o miZ

sont isomorphes si, et seulement si les m; sont deur & deur premiers entre
euUx.

On peut alors énoncer le théoréme permettant le calcul de ¢(n), pour
n > 1. Celui-ci est basé sur deux lemmes que nous démontrerons en exercices.

Théoréme 12. Soit n > 1 un entier.
Sin =pl'py?...pR* est la décomposition en facteurs premiers de n, alors :

= () (5) - (05)

3.2 Groupes symétriques S,

3.2.1 Notion de o-orbite

On rappelle que le groupe S, est le groupe des permutations (cad des
bijections sur lui méme) de ’ensemble {1,2,...,n}, muni de la composition
des applications. Il peut étre considéré plus généralement comme le groupe
des permutations d’un ensemble quelconque & n éléments. Le groupe S,, est
fini, de cardinal n!.

Définition 15. Soit o € S,,.
Le support de o est l’ensemble supp(c) ={i € {1,2,...,n},0(i) # i}

Remarque 14.

1. Dans Sy, 0 = e < supp(o) =0 2. Sio € Sy, et o # e, la restriction de o a
supp(c) est une permutation de I’ensemble supp(c). 3. supp(o) = supp(c™!)
et supp(o®) C supp(o),Vk € Z

Proposition 14.
Deux permutations a supports disjoints commutent dans Sy,.

A toute permutation o € S,,, on peut associer une relation binaire R,
définie sur {1,2,...,n} par :

iRok < Ir € Z,0" (i) = k.

On montre R, est une relation d’équivalence dans {1,2,...,n} et que la
classe d’équivalence d’un élément ¢ € {1,2,...,n} est :

Qo (i) = {o"(i),r € Z}
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Définition 16. Soit 0 € S, eti € {1,2,...,n}.
O, (i) s’appelle la o-orbite de i

Remarque 15.
1. Soit 0 # e € S, tel que o(o) =p
alors (o) = {o",r € Z} = {e,o,...,0P71}.
De plus 1 < [Q4(2)| < p pour tout i € {1,2,...,n},
avec |Q, (1) =1 < i ¢ supp(o) (dans ce cas lorbite est dite ponctuelle).

2. 8i {i1,1g,...,iq} est une famille de représentants des o-orbites dis-
tinctes de {1,2,...,n}, alors les {Qq(i;)1<i<q} forment une partition
de {1,2,...,n}.
En particulier : n =Y [Qy(iq)]
1<q<t
Exemple 8.
. 1 2 3 456
Sozta—<521634 on a
Q,(1) ={1,5,3}, Q5(2) = {2}, Q,(4) = {4,6}

3.2.2 Cyecles, transpositions

Considérons la permutation :

(123456
T=\1 4356 25
Le support de v est {2,4,5,6} et on a : y(2) = 4, v(4) = 6, v(6) =

5ety(b) =2
Dans le groupe Sg, v est un cycle de longueur 4 et est noté (2, 4, 6, 5)

Définition 17.

1. Une permutation v € S, est un cycle de longueur r (1 < r < n)
(ou r-cycle) s’il existe un ensemble ordonné de r entiers distincts
dans {1,2,...,n} : j1,J2,...,Jr tels que :

Y1) = Jo, Y(2) = J3, - Y(Gr=1) = Jr et v(Jr) =51
et Y(jk) = Jr VE € {1,2,...,n} \ {j1,Jo, .- -, Jr}

Un tel cycle sera noté (J1yJay .-« Jr)-

L’ensemble {ji,j2, ... ,jr} estle support de .
2. Un cycle de longueur 2 dans S, est appelé transposition.
Il s’agit donc d’une permutation qui, dans {1,2,...,n}, échange deux
éléments et laisse invariants tous les autres (lorsque n > 3).
1 2 .
3. Dans Sy, le cycle de longueur n, v1 = (1,2,...,n) = 3 i 1

2
est appelé permutation circulaire des entiers 1,2,...,n.
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Remarque 16.

1. Un cycle (jl?jZa s 9j7‘) peut étre noté (jkajk-l—la ceesIrsJ1sd2y e ajk—l);
pour tout (1 <k <r).

2. Un exemple : avec les notations du chapitre 1., les permutations 11, Ta, T3
dans S sont des transpositions, et les permutations o1, 09, 03 sont des

3-cycles.

3. Pour n > 2, le nombre de transpositions dans Sy, est égal au nombre
de fagon de choisir deux éléments distincts dans {1,2,...,n}.
Iy en a donc (3) = @

4. Un cycle de longueur n n’est pas nécessairement la permutation cir-
culaire. Considérer par exemple, dans Sy :

1 2 3 4

Proposition 15. Dans S,, un r-cycle est un élément d’ordre r.

Corollaire 5. SiT € S, est une transposition, alors 7> = e, donc 7~ = 7.
Remarque 17.
1. Dans Sy, linverse d’un r-cycle est un r-cycle. En effet, siy = (41,72, -+ Jr)s

alors :

7—1 — ,.y?“—l — (jr7j,,,_1, e ,jQ,jl)

2. Attention, en général, pour 2 <p <1 —2, v n’est pas un cycle.
11 suffit par exemple de considérer, dans Sy, la permutation circulaire

S 9 1 2 3 4 .,
Y1 qui vérifie v7 = 3 4 1 o ) n’est pas un cycle...

3. La remarque précédente montre en particulier qu’un produit de cycles
n’est pas nécessairement un cycle.

Proposition 16.
Dans Sy, (n > 2), une permutation v # e est un cycle si, et seulement si, dans
la décomposition de 1,2,...,n en y-orbites, il n'existe qu’une seule vy-orbite
non ponctuelle ; le cardinal de celle-ci est alors égal a la longueur du cycle.
3.2.3 Décompositions d’une permutation

Dans S,,, deux cycles sont dits disjoints si leurs supports sont disjoints.

D’apres la Propositionl, deux cycles disjoints commutent.

Théoréme 13. Toute permutation o # e € Sy, s’écrit sous la forme :

0=710720""0%

ot s € N* et v1,72,...,7s sont des cycles disjoints, tous différents de e.
Cette décomposition est unique, a l’ordre des facteurs preés.
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Remarque 18.

1. La décomposition, unique, d’une permutation obtenue au théoréeme
précédent sera appelée décomposition canonique de o en cycles.

2. On peut reformuler le théoréme précédent : S, est engendré par [’en-
semble de ses cycles.

Exemple 9. On reprend ’exemple précédent : les o-orbites non ponctuelles
sont Qs(1) = {1,5,3} et Q,(4) = {4,6}.

Donc o =~1 07 oty = (1,5,3) et v2 = (4,6).

On écrira : 0 = (1,5,3)(4,6)

Proposition 17.

Soit 0 € S, (n > 2).

Siog=7107v0---07;s est la décomposition canonique de o , alors Uordre de
o dans Sy, est égal au PPCM des longueurs des cycles v4 (1 < ¢ < s).

Théoréme 14.
Toute permutation o € S, (n > 2) se décompose, de maniére non unique, en
produit de transpositions (non permutables en général).

Remarque 19.

1. La preuve du théoréeme s appuie sur le fait que tout cycle peut s’écrire
comme produit de transpositions.

Il suffit en effet de remarquer que pour tout j1,j2...,5r € {1,2,...,n},
(j1j2 cee 7j7“) = (j17j2)(j27j3) s (jr—lvjr)'

2. Attention cependant, la décomposition d’une permutation en produit
de transpositions n’est pas unique.

Il suffit par exemple de remarquer que, (j,k) € Sy, étant une transpo-
sition quelconque, on a (j,k) = (1,7)(1,k)(1, 7).

3. De plus, dans une décomposition de permutation en un produit de
transpositions, deux de ces permutations, si elles ne sont pas dis-
jointes, ne sont pas permutables.

En effet, sii#j#ke{l,2,....,n}, (j,k)(k,1)# (k,))(4,k).

4. On peut démontrer ce théoréme sans passer par la décomposition en

cycles.

5. Pour n > 2, le groupe Sy, est engendré par [’ensemble de ses transpo-
sitions. 1l existe en fait des familles plus restreintes de générateurs,
v0ir ci-dessous.

Exemple 10.

On reprend toujours le méme exemple dont la décomposition canonique est :
o=(1,5,3)(4,6).

D’aprés la remarque 1., on a o = (1,5)(5,3)(4,6).

Mais d’apres la remarque 2. , on peut écrire (5,3) = (1,5)(1,3)(1,5) ,

et donc o = (1,3)(1,5)(4,6).

Cela fournit deux décompositions de o en produit de transpositions.
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Proposition 18. Familles de générateurs de S,

1. Pour n > 2, le groupe S, est engendré par 'ensemble des (n — 1)
transpositions de la forme (1,1), avec 2 <1i < n.

2. Pour n > 2, le groupe S, est engendré par l’ensemble des (n — 1)
transpositions de la forme (i,i+ 1), avec 2 <1 < n.

3.2.4 Signature d’une permutation

Définition 18. Soit o € S, (n > 1).
Sit est le nombre de o-orbites distinctes dans {1, 2, ..., n}, alors on pose :

La quantité (o) est appelée signature de la permutation o.
Remarque 20.

1. Sio=e, alorst=mn, donce(e) = 1.

2. Si T, est une transposition, alorst =n — 1, donc e(t) = —1.

3. Si vy, est un cycle de longueur r, alorst =n —r+1,
donc e(y) = (=1)"~ L.

Théoréme 15. Soit 0 € S, (n>1).
Si o est le produit de k transpositions, alors :

. / / /
De plus, si 0 =T 0Tp 00T =T 0Ty O ---0T,
sont deux décompositions de o en produit de transpositions, alors les entiers
k et l sont de méme parité.

La démonstration est basée sur le lemme suivant :

Lemme 1. Soit o € S, (n > 1).
Quelle que soit la transposition T € Sy, on a :

e(ocot)=—¢(0)
Théoréme 16. Pour un entier n > 2, Uapplication :
e S, — {-L;1}
o — ¢€(o)

est un morphisme de groupes surjectif.
Ici l’ensemble {—1;1} est vu comme sous-groupe de (Q*, x)

Définition 19. Une permutation o € S, est dite paire sic(o) =1 et
itmpaire sic(o) = —1
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Remarque 21.

1.
2.

Toute transposition est une permutation tmpaire.

Une permutation est paire (resp. impaire) si, et seulement si elle est
produit d’un nombre pair (resp. impair) de transpositions.

Quel que soit o € Sy, le fait que e(01) = (e(0)) ™! implique que o et

o~ sont de méme parité.

1l existe une définition un peu plus classique de la signature par la
formule :
o(j) —o(i)
o= [ 220
1<i<j<n Y

Cependant, toutes les définitions possibles de la signature d’une per-
mutation sont équivalentes dans la mesure ou on peut montrer qu’il
n'existe qu’un seul morphisme surjectif de Sy, dans ({—1;1}; %)
tel que (1) = —1 pour toute transposition T.

Exemple 11.

1.

On reprend la permutation o € Sg considérée plus haut.

- Il y a 3 o-orbites distinctes, donc e(o) = (—1)073 = —1.
La permutation o est impaire.

- La décomposition canonique de o est o = (1,5,3)(4,6),
donc (o) = (—=1)37 1 x (=1) = —1.

On retrouve que oest une permutation impaire.

- Une décomposition de o en produit de transpositions est
o= (1,5)(1,3)(1,5), donc e(o) = (—1)3 = —1.

On retrouve encore que o est une permutation impaire.

(123456078
77\4 25 6 8 1 7 3 8

Les o-orbites sont :
Q,(1) ={1,4,6} ; Q:(2) = {2} ; Q(3) ={3,5,8} ; Q(7) = {7}

Iy a 4 o-orbites, donc e(o) = (—1)34 = (-1)* = 1.
o est une permutation paire.

3.2.5 Groupe alterné

Etant donné un groupe symétrique .S,,, on désigne par A,, 'ensemble des
permutations paires de S, :

Ap = {0 € Sy, e(o) =1}

Ay = S = {e}, et pour n > 2, A,, est le noyau du morphisme ¢.
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Cela montre que A,, est un sous-groupe de .S,,.
De plus :
S
(A, = Ker ¢ et ¢ surjectif) = A—n ~ {-1;1}
n
Ainsi,
Proposition 19.
Pour tout (n > 2), l’ensemble A,, des permutations paires de S, forme un
sous-groupe de S, d’ordre %'
On Uappelle le groupe alterné de degré n.

Remarque 22.

Pour (n > 2), les deuz classes de S, modulo A, sont

Ap et TA, ={100,0 € Ay} ot T est une transposition quelconque de S,.
Attention, T A, = A,7 est l’ensemble des permutation impaires de S, et ce
n’est PAS un sous-groupe de S,,.

3.3 Groupes diédraux

On considére le plan affine euclidien (c’est & dire muni du produit scalaire
standard) P. On rappelle que :

- Une isométrie du plan est une application f de P qui conserve le produit
scalaire, et donc les distances :

Va,y € P, < f(x), fy) >=<z,y >

- L’ensemble des isométries du plan forme un sous-groupe de Sp
(groupe symétrique de P) noté Is(2).

Pour n > 2, on considére un polygone régulier & n sommets dans le plan
P. Sans perte de généralités, on considérera le polygone régulier & n sommets
centré en O(0;0) dont A(1;0) est un sommet, noté P,.

Définition 20.

Le groupe diédral Dy, (n > 2) est le groupe des isométries du plan euclidien
qui préserve le polygone régulier P,, c’est a dire qui préserve globalement
l’ensemble de ses sommets.

Proposition 20.
Pour tout n > 2, le groupe diédral D, est fini d’ordre 2n.
1l est composé de n rotations et n symétries.
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Voici quelques résultats classiques importants, que ’on se propose de
démontrer en exercices.

Proposition 21.

1. En notant r la rotation d’angle %’r, et s la symétrie d’aze (Ox), on

a : Le groupe D, est engendré par r et s. Plus précisément :

D, = {id,r,7%,...,7" L s,ros,..., 7" tos} = {id,r, 72, ..., r" L, s, s0r, ..., sor"}

2. L’ensemble des n rotations de D, forme un sous-groupe isomorphe a

Z/nZ'

Proposition 22.
Pour n =2, Dy ~ Z/Joy, % Z /97, est abélien.
Pourn > 3, D, est non abélien.

Remarque 23.

Les groupes Dy et Qg sont tous deux non abéliens d’ordre 8. Ce sont d’ailleurs
les seuls.

Mais ils ne sont pas isomorphes. En effet Dy posséde 5 éléments d’ordre 2
alors que Qg n’en posséde qu’un seul.
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Chapitre 4

Sous-groupes normaux

On a vu a chapitre 2 que, G étant un groupe, les seules relations d’équi-
valence R faisant hériter ’ensemble quotient de la structure de groupe de G,
sont celles qui sont compatibles avec la loi de G.

Et, on rappelle qu’'une relation d’équivalence sur G est compatible avec la loi
de G si, et seulement si elle est compatible & droite, et a gauche avec cette
loi.

De plus, si R est une telle relation d’équivalence, il existe un sous-groupe H
de G tel que R=Ry =5 R.

Or, on a vu que si G est un groupe non abélien et H un sous-groupe quel-
conque, on a en général R #4 R.

En dehors des deux cas importants ou soit G est abélien, soit H est le noyau
d’un morphisme, il est donc important de savoir reconnaitre les sous-groupes
H tels que Ry =4 R.

4.1 Notion de sous-groupes normal, groupe quo-
tient

Définition 21.

Dans un groupe G, un sous-groupe H est dit normal ou distingué si
Ry=pR.

Dit autrement, cela signifie que, pour tout x € G,zHx~' = H.

On notera alors H < G.

Remarque 24.

G étant un groupe,
1. Le groupe trivial {e} et le groupe G sont des sous-groupes distingués.
2. Dans un groupe abélien, tout sous-groupe est distingué.

3. St H<aG, on écrit : x = y(mod H) c’est a dire "z équivalent a y
module H" au liew de xRy (ou xyRy).
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4.

L'ensemble quotient ($)q = (5)y est un groupe noté & : le groupe
quotient de G par le groupe normal H.

H est un sous-groupe distingué distingué de G si, et seulement si, H
est stable par tout automorphisme intérieur de G.

On a rappelé que le noyau d’un morphisme de groupes est un sous-
groupe distingué. Réciproquement, tout sous-groupe distingué H dans
un groupe G est le noyau de la surjection canonique : ©: G — %

xr — I

Théoréme 17. Dans un groupe G, on a H <G si, et seulement s’il existe
un groupe G et un morphisme f : G — G’ tel que H = Kerf.

Exemple 12.

Voici
1

quelques exemples importants de sous-groupes distingués.

. Z étant commutatif, les sous-groupes nZ sont distingués, pour tout
nel :nlal.

Le sous-groupe Int(G) des automorphismes intérieurs d’un groupe G
est distingué dans Aut(G) : Int(G) < Aut(G).

Pour tout n > 2, le groupe alterné A,,, comme noyau du "morphisme
signature”, est un sous-groupe distingué€ du groupe symétrique S, :

An < Sy,
. S E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps com-
mutatif K, le groupe spécial linéaire SL(E), comme noyau du "mor-
phisme déterminant”, est distingué dans le groupe linéaire GL(E) :
SL(E)<GL(E).
Dans le groupe diédral Dy, le sous-groupe des rotations est distingué :
I, «D,,.

Dans un espace vectoriel euclidien E de dimension finie, le groupe des
isométries positives est distingué dans le groupe orthogonal : O (E)<
O(E).

Si G est un groupe, son centre Z(G) = {g € G,gh = hgVh € G} est
distingué : Z(G) < G.

Définition 22. Un groupe G est dit simple s’il ne posséde pas de sous-
groupes distingués non triviauz.

Nous verrons en exercices d’importants exemples de (familles de) groupes
simples.
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4.2 Quelques propriétés

4.2.1 Morphismes et sous-groupes normaux

Proposition 23.
Soit G un groupe et {H;}icr une famille de sous-groupes de G, alors :

(Hi<G,VieI)=(\Hi<G
el

Proposition 24.

Soit deux groupes G et G' et f € Hom(G,G"), alors :

a) H<G = f(H)< f(G). De plus si f est surjectif, f(H)<G'
b) H <G = f~1(H') <G

Proposition 25.

Soit deux groupes H et K deux sous-groupes d’un groupe G, alors :
o) HiG=HNK<K

b) H<G = HK sous-groupe de G et H<1HK

4.2.2 Classes de conjugaison, normalisateurs

Soit G un groupe. A tout élément ¢ € G, on peut associer I’automor-
phisme intérieur de G,  — y = gxg~!
Nous dirons alors que y est conjugué a x par g.
On rappelle que la relation "y est un conjugué de " est une relation d’équi-
valence sur G.

Définition 23.

Les classes selon cette relation d’équivalence sont appelées classes de conju-
gaison dans G. Deux éléments de G faisant partie de la méme classe de
congugaison sont dits conjugués.

Définition 24.

Soit G un groupe, x € G, et A une partie de G.

a) Le centralisateur de x dans G, noté C(x) est l’ensemble des éléments de
G qui commutent avec x.

Autrement dit c’est ’ensemble des éléments de G stables par la conjugaison
par .

b) Le centralisateur de A dans G est l’ensemble des éléments de G qui com-
mutent avec tous les éléments de A.

Remarque 25.

a) Cq(z), comme ensemble des points fixes de l'automorphisme "conjugaison
par x", est un sous-groupe de G.

b) Cq(A) est lintersection des centralisateurs des éléments de A.
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C’est donc également un sous-groupe de G.
c) Cq(Q), le centralisateur, dans G, de G lui méme, n’est rien d’autre que
le centre de G, que l'on a noté Z(G).

Définition 25.

Considérons un groupe G et H un de ses sous-groupes.
L’ensemble formé par les éléments de g de G tels que gH g~
le normalisateur de H dans G et on le note Ng(H).
Ng(H) est un sous-groupe de G, c’est [’ensemble des éléments de G laissant
H globalement stable par conjugaison.

L= H est appelé

Remarque 26.

a) Il est clair que Ng(H) contient H. On peut en fait montrer que c’est le
plus grand sous-groupe de G contenant H et dans lequel H est distingué.

b) Na(H) contient Cq(H) et donc a fortiori contient Z(QG).

Théoréme 18.

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.

Le centralisateur Cq(H) de H dans G est un sous-groupe distingué du nor-
malisateur Ng(H) de H dans G et le quotient Ng(H)/Cq(H) est isomorphe
a un sous-groupe de Aut(H).

4.3 2°¢ et 3° théoréme d’isomorphisme

Théoréme 19. 2¢ théoréeme d’isomorphisme

Soit G un groupe, H un sous-groupe distingué de G

et K un sous-groupe de G. Alors :

- L’ensemble HK = {hk,k € K,h € H} est un sous-groupe de G.

- Le groupe quotient HK/H est isomorphe au groupe quotient K/(K N H).

Théoréme 20. 3¢ théoréeme d’isomorphisme

Soit G un groupe, H et K deuz sous-groupes distingués de G tels que K C H.
Alors le groupe quotient H/ K s’identifie a un sous-groupe distingué du groupe
quotient G/ K.

De plus, on a G/H ~ (G/K)/(H/K).
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Chapitre 5

Action de groupe

5.1 Notion de groupe opérant sur un ensemble

Définition 26. Soit (G, x) un groupe et X un ensemble. Une action (ou
opération) de G sur X est une application :

v GxX — X
(9,2) — g

telle que :

a) Ve € X,ex =x

b)Vg,d €G etz e X,g9.(¢dx) =(g*¢).x
On dit alors que G opére (a gauche) sur X.

Proposition 26.
A toute action de G sur X est associée un morphisme de groupe :

p: G — Bij(X)
g —> pgrxrg.x=1(g,)

Réciproquement, un morphisme de groupe p : G — Bij(X)
définit une action du groupe G sur X par :

v GxX — X
(9,2) — plg)(x)

Un tel morphisme p : G — Bij(X) s’appelle une représentation du groupe
G sur l’ensemble X.

Remarque 27.

Notons que si G agit sur X, alors G agit sur l’ensemble des applications de
X dans un ensemble Y par g.f = fo(g™1),

et il agit sur l’ensemble des applications de Y vers X par g.f =1(g) o f.
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5.2 Orbite. Stabilisateur

Dans toute cette partie on considére un groupe (G, *), un ensemble X et
une action ¢ : G x X — X de G sur X.

Définition 27.
On appelle orbite de x € X sous laction de G ’ensemble :
Orb(z) =¢¥(G x {z}) = {g9.x,9 € G} C X.

Proposition 27.
Les orbites forment une partition de [’ensemble X .
Elles sont les classes d’équivalence de la relation :

r~1 < 3dgeGa =gu

Exemple 13.
Si X = R? sur lequel on fait agir naturellement son groupe orthogonal
G = O2(R), les orbites sont les cercles centrés en l’origine.

Définition 28.
On dit que :

1. G opére transitivement sur X si :
Vo,2' € X,3g € G,2' = g.x

Dit autrement cela signifie qu’il n’y a qu’une seule orbite sous l’action

de G.
2. G opere fidélement sur X si :

VzeX,gx=x)=g=ce
Dit autrement cela signifie que le morphisme p est injectif.

Exemple 14.
Si (G, *) est un groupe, X un ensemble et ¢ : G x X — X wune action :
a) G agit transitivement sur chacune des orbites.

b) G/Ker(p) agit fidélement sur X.

Définition 29.
On appelle stabilisateur de x € X sous l'action de G ’ensemble :
Stab(z) = {g € G,g.x =2} CG.

Proposition 28.

1. Pour tout z € X, Stab(zx) est un sous-groupe de G.
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5.3

. Six et &' appartiennent a la méme orbite, alors Stab(z) et Stab(z')

sont conjugués dans G.
Plus précisément :

¥(g,z) € (G x X), Stab(g.x) = g * Stab(x) * g~ ' = iy(Stab(z))

. Ker(p) = [ Stab(x)

zeX

Exemples

. Commengons par quelques "actions naturelles" :

a) Si X est un ensemble, le groupe G = Bij(X)

agit évidemment sur X.

b) Le groupe GL, (k) agit sur k™ ou k est un corps.

c) Le groupe O, (k) agit sur la sphére de dimension n (ensemble des
vecteurs unitaires de k™).

Dans ces trois cas, le morphisme p de la Proposition est le morphisme
identité.

. Tout groupe G agit sur lui méme (c’est & dire que X = G) de diffé-

rentes maniéres, dont voici 3 exemples :
a) Action par translation & gauche :

vg: GxG — G
(9,2) — gax=gxz

Attention, (g, x) — x * g n’est PAS une action a gauche.

b) Action par translation a droite :

wd : GxG — G

(g,7) —— gr=x%xg !
Pour ces deux exemples on a :
Orb(z) = G donc les actions par translation & gauche et & droite de
G sur lui méme sont transitives.
En fait elles sont méme simplement transitives, c’est & dire que :
Ve, 2’ € X,3lge G, 2’ = g.x.
Stab(x) = {e},Vz € X, donc leur intersection est également réduite
a I’élément neutre, et ces deux actions sont fidéles.
On en déduit... le théoréme de Cayley !

¢) Action par automorphismes intérieurs (ou par conjugaison) :

Yv: GxG — G

(9,%) —— gar=graxg '
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Ici, Vg € G, p(g) = i4.

Les orbites sont exactement les classes de conjugaison.

Cette action n’est pas transitive car on a par exemple Orb(e) = {e}.
Si G est commutatif, on a méme Orb(z) = {z},Vz € X.

Pour tout = € G,

Stab(z) ={g € G,gxxxg ' =z} ={gc G,gxx=1z%g}

Dit autrement, le stabilisateur d’un élément x € G est formé de ’en-
semble des éléments du groupe qui commutent avec 1’élément x,
c’est a dire Stab(x) = Cg(x), que 'on a appelé... le centralisateur de
x!

Ainsi, Z(G) = [ Stab(z) et Paction est fidele si, et seulement si

zeG
Z(GQ) = {e}.

5.4 Formule des classes

5.5 Points fixes d’un G-ensemble
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Chapitre 6

Groupes finis

6.1 Théorémes de Sylow

6.2 Quelques applications
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Chapitre 7

Groupes linéaires et
sous-groupes
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Chapitre 8

Isométries et déplacements
d’un espace affine euclidien
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